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Calcul d’une intégrale par le théoreme des résidus

Lecons concernées : 204 236 245 267

Lemme 1. Soient o, 3 € [0,27] et a € C. On pose Yo, : t —> a + re'* sur (o, B]. Soit f holomorphe sur
B(a,R) \ {a} pour R >0, tel que a soit un pole simple de f. Alors :

lim (2)dz = (B — a)iRes(f,a)
0y

Démonstration.

Posons g : z > f(z) — w

B(a, p) \ {a}. On obtient ainsi :

. Ainsi g est holomorphe en a, et il existe p > 0 et M > 0 tels que |g| < M sur

B
/ g(z)dz| < M(B — a)r et / Res(f,a) dz = / Res(f,a)idz = (8 — a)iRes(f,a)
Ya,r Ya,r z—a «@
Le résultat vient alors par linéarité de 'intégrale. O
+oo L« 1 2
Théoréme 2. Soit a €] —1,1[. Alors I, = / e —
0 x2-—1 4 cos? (%)

Démonstration.

Etape 1 : Vérifions que I, est bien définie.

Puisque, pour tout ¢ >0, onalnz =0 (1) en 0%, et Inz = 0 (2°) en +o0, on a :

x€

z%Inz 1 z¥Inx 1
~ z%lnx=o0 et ~ 2° =0 ——
o+ ze—a 2 —1 +oo z2—(ate)

Ainsi, en prenant 0 < € < 1 — «, on a que la fonction est bien intégrable en 0 et en +oco. De plus, en 1, on a
Inz=In(l+z—1)~z— 1, donc % ~ (;Tl) ~ % Ainsi, la fonction est continue en 1, donc sur R.

Etape 2 : Cherchons a appliquer le théoréme des résidus.

Considérons Log une détermination du logarithme complexe définie sur U = C \ iR~ telle que Log(1) = 0, et
définissons z* = exp(a Log(z)) pour z € U. Posons également la fonction f : U — C définie pour z € U par
flz) = %O_gl(z). C’est une fonction méromorphe ayant pour poles —1 et 1 qui sont au plus simples. Pour € > 0

et R > 0, on peut donc considérer le chemin I'; r suivant :
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Etape 3 : Etude sur Y0,r-

Soient r > 0 et t € [0,7]. On a :
| Log(re™)| = |Inr +it| < |Inr| +7 et |(re®)? — 1] > |\r262“|—|—1|| = |r? —1|

On obtient ainsi :

f(2)dz

Yo,r

™ ) . ™ it it ™ (oY a+1
[Ciretsrta < [ AACCTILOBO 7 o) et i)
0 0 |(ret*)? =1 0 r? =1 r? =1

L’intégrale tend alors vers 0 en faisant tendre r vers 0 ou +oo.

Etape 4 : Calculs des résidus de f en —1, 0 et 1.

Ona:
. 2% LOg(Z) 1 z7 LOg(Z) _ (_1)a LOg(—l) _ —im iTa
Reslf. =)= I Gr ) = iy = = =5 ¢
‘ . z*Log(z) .. 2%Log(z)
Res(f,1) = lim(z = 1) ===~ = lim ——==— =0

Etape 5 : Conclusion.

On a vu que les intégrales de f sur vy r et yo, tendent vers 0 lorsque ¢ tend vers 0 et R tend vers 4+o00. De
plus, par le théoreme des résidus et passage a la limite, on a :

2 i +0oo .« +oo o 2
e z%lnx ' z%Inz T .
+ 5 dx = 72 donc 5 dor = —e'™
2 x xz?—1 2

— 00 — 0o

Or, on a par définition de Log :

0 af, 0 al 0 a ) ) +o0 a
/ wdm — (_1)0/ de+ (_1)O¢Z'ﬂ./ |‘T‘ ldx — ezTraIa +€“ra2'ﬂ'/ T dx
0

2 _ 2
oo X2 —1 oo T

Il vient alors que :

+oo +oo e 2
z*Inz , . x ,
/ T de =71, + e”m‘iﬂ/ de + 1, = %e”o‘

0

2 2
I 4 —1

On a donc :

1 iTo +o0 «a ) o0 o 2
Ry A m/ L= (14 e ), + m/ L dr="
erra 0 e —1 0

En prenant la partie réelle, on obtient finalement :

2 1 2 1 w2

e e
2 Re(l+e™) 2 1+cos(ma) 4cos?(Za)
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